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ることができると証明されている [8, 9] 。

























\hat{H}(t)=(t/ $\tau$)\hat{H}_{0}+(1-t/ $\tau$)\hat{H}_{i} (1)
ここで璃 と H砺はそれぞれ初期、目的のハミルトニアンである。  $\tau$ は量子アニーリングが完了す
るまでに必要な時間で、  t は 0 から  $\tau$ までの時間パラメータである。本稿では記述上の便宜のた
め無次元化した時間パラメータ  s:=t/ $\tau$ を以降導入する。通常、量子アニーリングにおいて初期
ハミルトニアンは横磁場
\displaystyle \hat{H}_{?_{-}}\cdot=\hat{V}_{\mathrm{T}\mathrm{F}}:=-\sum_{i=1}^{N}\hat{ $\sigma$}_{i}^{x} (2)
が採用される。 \hat{ $\sigma$}_{i}^{x}:=|0)_{i}\langle 1|-|1\rangle_{i}(0| はパウリ行列の x 成分であり、 V_{\mathrm{T} $\Gamma$} の基底状態は \otimes_{i=1}^{N}(|0\rangle_{i}+
|1\rangle_{i})/\sqrt{} である。この基底状態は |0\rangle と |1 } の重ね合わせであり、全ての 0、1を組み合わせた量
子状態を内包している。今回、我々が対象とする目的ハミルトニアンは無限レンジ強磁性 p体相
互作用模型であり、
\displaystyle \hat{H}_{0}=-N(\frac{1}{N}\sum_{\dot{l}=1}^{N}\hat{ $\sigma$}_{i}^{z})^{p} (3)
と記述される。 \hat{ $\sigma$}_{\dot{l}}^{z}:= |0\}_{i}\langle 0|-|1\}_{i}\langle 1| はパウリ行列の z 成分である。 p は相互作用の数で、 p が
偶数の場合は \hat{H}_{0} の基底状態は \otimes_{i=1}^{N}|0禾 もしくは \otimes_{i=1}^{N}|1\rangle_{i} と縮退しており、 p が奇数の場合は
\otimes_{i=1}^{N}|0\rangle_{i} のみが基底状態である。以降、簡単のため p は奇数とする。文献 [8, 9] に従い、一次相
転移を回避するために反強磁性相互作用
\displaystyle \hat{V}_{\mathrm{A}\mathrm{F}\mathrm{I}}:=N(\frac{1}{N}\sum_{i=1}^{N}\hat{ $\sigma$}_{i}^{Z})^{2} (4)
を導入する。そのため、全体のハミルトニアンを
\hat{H}(s,  $\lambda$)=s[ $\lambda$\hat{H}_{0}+(1- $\lambda$)\hat{V}_{\mathrm{A} $\Gamma$ \mathrm{I}}]+(1-s)\hat{V}_{\mathrm{T} $\Gamma$} (5)
141
表1:  $\lambda$ と V と \hat{H}(s,  $\lambda$) の対応関係
とする。反強磁性相互作用を導入するために新たに  $\lambda$ というパラメータを加えた。  $\lambda$ は  $\tau$=0
では 0 から 1 までの任意の値を取り、量子アニーリング完了時には1となるパラメータである。
 $\lambda$=1 は反強磁性相互作用 \hat{V}_{\mathrm{A}\mathrm{F}\mathrm{f}} が無い場合に相当するため量子アニーリング完了時の基底状態は
\hat{H}_{0} のものである。また、  $\lambda$=1 のときはハミ)レトニアン \hat{H}(s,  $\lambda$) はstoquastic であり、 0\leq $\lambda$<1





| $\theta$,  $\phi$\displaystyle \rangle :=\bigotimes_{:?=1}^{N}| $\theta$,  $\phi$\}_{i}=\bigotimes_{i=1}^{N}[\cos(\frac{ $\theta$}{2})|0\}_{i}+\sin(\frac{ $\theta$}{2})e^{i\mathrm{c} $\beta$}|1\rangle_{\mathrm{i}}] (6)
ここで全てのスピンは同じ  $\theta$ 、  $\phi$ であるとし、スピン数  N は大きいものとする。アニーリング中
でのスピンコヒーレント状態 | $\theta$,  $\phi$ } の基底状態を与える  $\theta$、  $\phi$ を得るためにスピンコヒーレント状
態に基づく半古典ポテンシャル  V_{\mathrm{S}\mathrm{C}}( $\theta$,  $\phi$, s,  $\lambda$) の計算を行う [15, 18-20]_{0} すると
V_{\mathrm{S}\mathrm{C}}( $\theta$,  $\phi$, \displaystyle \prime!;,  $\lambda$):=\lim_{N\rightarrow\infty}N^{-1}\langle $\theta$,  $\phi$|\hat{H}(6,  $\lambda$)| $\theta$ )  $\phi$\rangle
=s[- $\lambda$\cos^{p} $\theta$+(1- $\lambda$)\sin^{2} $\theta$\cos^{2} $\phi$]-(1-s)\sin $\theta$\cos\dot{ $\phi$} (7)
となる。これは
 i\langle $\theta$,  $\phi$|\hat{ $\sigma$}_{\dot{\mathrm{z}}}^{z}| $\theta$,  $\phi$\rangle_{i}. =\cos $\theta$ (8a)
 i\{ $\theta$,  $\phi$|\hat{ $\sigma$}_{i}^{x}| $\theta$,  $\phi$\rangle_{i}=\sin $\theta$\cos $\phi$ (8b)
であることから
\langle $\theta$,  $\phi$|\hat{V}_{\mathrm{T} $\Gamma$}| $\theta$,  $\phi$\rangle=-N\sin $\theta$\cos $\phi$ (9a)
\langle $\theta$,  $\phi$|\hat{V}_{\mathrm{A} $\Gamma$ \mathrm{I}}| $\theta$,  $\phi$\}=1+(N-1)\sin^{2} $\theta$\cos^{2} $\phi$ (9b)
\langle $\theta$, \dot{ $\varphi$}|\hat{H}_{0}| $\theta$,  $\phi$\rangle=-N\cos^{p} $\theta$+\mathcal{O}(1) (9c)
よ り計算される。2
-
\langle $\theta$ )  $\phi$|\hat{H}_{0}| $\theta$, \emptyset)\rangle = -N^{-2}\langle $\theta$,  $\phi$| (\displaystyle \sum_{i=1}^{N}\hat{ $\sigma$}_{\dot{ $\tau$}}^{z})3 |$\theta$_{\rangle} $\phi$\rangle
= -N^{-2}( $\theta$,  $\phi$| (\displaystyle \sum_{\text{た_{}1}+k_{2}+\cdots+k_{N}=3} \frac{3}{k_{1}!k_{2}\backslash !\cdots k_{N}!}(\hat{ $\sigma$}_{1}^{\approx})^{k_{1}}(\hat{ $\sigma$}_{2}^{z}) た \sim \mathrm{o} . . . (\hat{ $\sigma$}_{N}^{\approx})^{k_{N}} ) | $\theta$,  $\phi$\rangle
=-\{N^{-1}\cos $\theta$+3(1-N^{-1})\cos $\theta$+(N-3+2N^{-1})\cos^{3} $\theta$\}
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図1: 上段 :横軸  $\theta$ としたときの半古典ポテンシャル Vsc、下段 : 横軸を  s としたときの半古典
ポテンシャルを最小化する  $\theta$($\theta$_{\min})。いずれの場合も p=11 、  $\phi$=0 とした。  $\lambda$ の値はそれぞれ
(a)(a)  1_{\backslash } (b)(b) 0.1_{\backslash } (c)(c) 0.3と固定した。 (\mathrm{d},) での横の破線と (\mathrm{a}^{\rangle})(\mathrm{c}') での縦の破線は一次
相転移を表しており、(b) (c) での縦の実線は二次相転移を表している。
 $\phi$ に関しては  $\phi$=0 が基底状態を与えることが簡単にわかるが、半古典ポテンシャルの最小値
を与える  $\theta$ (以下、  $\theta$_{\min} ) に関しては数値的に求める必要がある。
図1の上段のグラフは、 p=11_{\backslash }  $\phi$=0 での半古典ポテンシャル Vsc を  $\theta$ についてプロット
したものである。いずれの  $\lambda$ の場合においても、  s=0 のときは $\theta$_{\min} = $\pi$/2, s= 1 のときは
$\theta$_{\min}=0 であることがわかる。このことは図1の下段にある、半古典ポテンシャルに基いてプロッ
トした s に対しての $\theta$_{\min} のグラフからもわかる。(a) は  $\lambda$=1 の stoquastic ハミルトニアンの
場合で、 s=0.487 で $\theta$_{\min} が不連続になっていることがわかるが、ここでは一次相転移が起きて
いる。一方で  $\lambda$=0.1 の non‐stoquastic ハミルトニアン場合である (b) においては、 s=0.357
で $\theta$_{\mathrm{n}1}\mathrm{i}\mathrm{n} が  $\pi$/2 から連続的に変化していおり、一次相転移ではなく二次相転移が起きていること
がわかる。(c) の  $\lambda$=0.3 も non‐stoquastic ハミルトニアンの場合であるが一次相転移が消失せ
ずに、一次と二次の相転移が両方起きている。
ここで $\theta$_{\min} に基いて、 s と  $\lambda$ を軸とした相図が書けることを述べておく。一次相転移が起き
る  s は(a) で見たように $\theta$_{\min} の不連続点である。二次相転移が起きる s に関しては、半古典ポ
テンシャルを  $\theta$ について二階微分することで
\displaystyle \frac{\partial^{2}V_{\mathrm{S}\mathrm{C}}}{\partial$\theta$^{2}}|_{ $\theta$= $\pi$/2, $\phi$=0}=-2s(1- $\lambda$)+(1-s)=0\Leftrightarrow \mathrm{s}=1/(3-2 $\lambda$) (10)
と解析的に導くことが出来る。図2にて p=3、5、11の場合の相図をプロッ トした。 p=3 の場
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図3: p=11_{\backslash } N=160 のときのトレースノルム距離 D。  $\lambda$ の値はそれぞれ (a)  1_{\backslash } (b) 0.1_{\backslash } (c)
0,3と固定した。
方で p=5 の場合は、  $\lambda$=0\sim 0.3程度とすれば、‐一次相転移を回避することが出来る。 p=11 の
場合でも、  $\lambda$ を小さい値に設定すれば一次相転移を回避することが出来るが、値によっては一次
相転移を回避できずに二次相転移の後に起きる場合がある。
トレースノルム距離の評価を行う。半古典ポテンシャルを最小化するスピンコヒーレント状態
|$\theta$_{\min},  0\rangle と数値的に計算される厳密な基底状態 |$\psi$_{\mathrm{G}\mathrm{S}}\rangle のトレースノルム距離は以下の様に計算さ
れる。
 D:=\sqrt{1-|\{$\theta$_{\min},0|$\psi$_{\mathrm{G}\mathrm{S}}\rangle|^{2}} (11)
D =0 の場合、 |$\theta$_{\min},  0\rangle と |$\psi$_{\mathrm{G}\mathrm{S}} } は一致しているので、基底状態 |$\psi$_{\mathrm{G}\mathrm{S}}\rangle は古典的である。逆に
 D=1 の場合は、 |$\psi$_{\mathrm{G}\mathrm{S}} } は直積状態では記述できないことを示すので量子的である。
図3は、 p=11 、 N=160 のときのトレースノルム距離 D をプロットしたものである。  $\lambda$ の
値はそれぞれ (a) 1、(b) 0.1, (c) 0.3と固定している。反強磁性相互作用が無い場合に相当する
(a) では、  s=0.487 で一次相転移が起きる。転移点でトレースノルム距離はピーク値を取るがそ
の前後ではほぼ 0 である。non‐stoquastic ハミルトニアンの場合である (b) では、 s=0.357 で二
次相転移が起きピーク値を取る。(a) の時と異なり (b) では相転移後に明らかに D はゼロでは無
い値を取る。よって一次相転移が消失し二次相転移に変化する non‐stoquastic ハミルトニアンの
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図4: p=11 、 N=160 のときのリスケールドコンカレンス。横軸を s とし、  $\lambda$ の値はそれぞれ






は2 スピン間のエンタングルメントの測度であり、密度行列  $\rho$ に対して以下のように定義され
る [21, 22] 。
 C( $\rho$) :=\displaystyle \max\{0, $\lambda$_{1}-$\lambda$_{2}-$\lambda$_{3}-$\lambda$_{4}\} (12)
$\lambda$_{1} )2,3,4はそれぞれ、 R= $\rho$($\sigma$_{\dot{ $\iota$}}^{y}\otimes$\sigma$_{j}^{y})$\rho$^{*}($\sigma$_{i}^{y}\otimes$\sigma$_{j}^{y}) の降順での固有値の平方根である。 $\rho$^{*} は  $\rho$ の
複素共役である。我々が考えているスピン数は  N であるが、ここではスピンへ無限レンジで相
互作用しており全て同等なものであるので、系全体のエンタングルメントの評価するために、文
献 [16, 23−25] に従ってリスケールドコンカレンス C_{R}( $\rho$)
C_{R}( $\rho$)=(N-1)C( $\rho$) (13)
をここでは計算する。
図4にアニーリング中のリスケールドコンカレンス C_{R}( $\rho$) の計算結果を載せた。先ほどと同
様に  $\lambda$ の値は (a)  1_{\backslash } (b) 0.1_{\backslash } (\mathrm{c})0.3 と固定している。この図で注目すべきは縦軸の目盛りであ
る。いずれも相転移前はゼロであるが、(a) のstoqustic ハミルトニアンの場合、一次相転移の時
点でピーク値を持つが C_{R}=0.06 程度である。一方で non‐stoquastic ハミルトニアンの場合であ
る (b) (c) では ピーク値が C_{R}=2 であり、反強磁性相互作用を加えたことでエンタングルメン
トが発生していることがわかる。特に一次相転移が無い (b) の場合は、相転移後もゼロではない
















らないこと挙げられる。例えば図3(c) や図4(c) のように p=11,  $\lambda$=0.3 の場合は、二次相転移そ
して量子効果があっても一次相転移が起きている。今回の取り上げたハミルトニアン例では、反
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